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1 はじめに
座標平面において, 傾きが 1, 7の 2直線のなす鋭角の二等分線の傾きは整数 2である.*1 この他にも,

例えば傾きが次のような場合に, 2直線のなす鋭角の二等分線の傾きは整数になる.*2

2直線の傾き 1 1 2 3 4 5 6 7 7 7 8 9

7 −7 38 117 268 515 882 41 1393 −41 2072 2943

角の二等分線の傾き 2 3 4 6 8 10 12 12 14 17 16 18

　一般に, 2直線がなす角の二等分線の傾きについて,次のような問題が考えられる.

問題 1. どのような整数 (有理数) a, b (b , ±a) に対して, 2 直線 y = ax, y = bx のなす角の二等分線
y = cxの傾き cは整数 (有理数)になるか.

この問題は,「与えられた格子点 O, A, Bに対して, 2直線 OA, OBのなす角の 2等分線が Oと他の格
子点 Cを結ぶことで描けるのはいつか」という意味をもち,描画の技術上重要な問題である. 次の命題に
より,この問題は不定方程式

(a − c)2(b2 + 1) = (b − c)2(a2 + 1) (⋆)

の b , ±aなる整数解 (有理数)を求める問題に他ならない.

命題 1. a, b, c (b , ±a)を実数とする. 2直線 y = ax, y = bxのなす角の二等分線が y = cxであるとき, a,

b, cは (⋆)を満たす.

証明. 二等分線 y = cx上の点 (t, ct) (t , 0)と 2直線 ax − y = 0, bx − y = 0の距離は等しいから,
|at − ct|√
a2 + (−1)2

=
|bt − ct|√
b2 + (−1)2

つまり |a − c|
√

b2 + 1 = |b − c|
√

a2 + 1

が成り立つ. 両辺を 2乗すると, (⋆)が得られる. *3 □

　 (⋆)の解については,次の性質が基本的である. b = ±aなる解 (a, a, c), (a,−a, 0)を自明な解と呼ぶ.

命題 2. (1) (a, b, c)が (⋆)の実数解であるとき, (b, a, c), (−a,−b,−c)も (⋆)の実数解である.

(2) a = 0または b = 0のとき, (⋆)は非自明な整数解をもたない.

(3) (⋆)の任意の非自明な整数解 (a, b, c)に対して, a, bが共通のペル方程式 x2 − dy2 = −1の整数解の
x成分になるような,平方因数をもたない正の整数 dが存在する.

証明. (1) 明らか.

*1 これらの直線の傾き 1, 7, 2は,高校の数学の教員の間ではよく知られている数値かもしれない.
*2 2直線のなす角の 2等分線は 2本あり,それらは互いに垂直であるから,一方の傾きが c , 0であるとき,他方の傾きは −c−1

である.
*3 正接の加法定理,ベクトルの内積の公式による証明も可能である. (⋆)は (ac + 1)2(b2 + 1) = (bc + 1)2(a2 + 1)と同値である.



(2) (⋆)を cについて解くと,

c =
ab − 1 ±

√
(a2 + 1)(b2 + 1)
a + b

となる. 整数 k , 0に対して
√

k2 + 1は整数になり得ないから, a = 0または b = 0のとき (⋆)は非自
明な整数解をもたない.

(3) (⋆)の両辺の素因数分解を考える. (a− c)2, (b− c)2 は平方数であるから,残りの各因数 a2 + 1, b2 + 1

について p進付値が奇数であるような素因数 p (a2 + 1, b2 + 1は平方数でないから必ず存在)の組合
せは等しい. *4 それらの素因数の積を dとおくと, a2 + 1 = da′2, b2 + 1 = db′2 (a′, b′ ∈ Z)と表される
から, a, bは共通のペル方程式 x2 − dy2 = −1の整数解の x成分になる. □

　 (⋆)のすべての整数解を表す公式は,次の通りである.

定理 1 (廣津, 2022). ペル方程式 x2 − dy2 = −1が整数解をもつような,平方因数をもたない正の整数 dに
対して, |x2 − dy2| = 1の正の整数解のうち x成分が n番目に小さいものを (x, y) = (p(d)

n , q
(d)
n )とおく. (⋆)

の任意の非自明な整数解 (a, b, c)は, a, bの入れ替えを許せば,適当な正の整数 d, m, nについて

(a, b, c) = ±
p(d)

(2m−1)(2n−1), p
(d)
(2m−1)(2n+1),

q(d)
2(2m−1)n

q(d)
2m−1

 , (1.1)

± (p(2)
2n−1,−p(2)

2n+1, p
(2)
2n ) (1.2)

の形に表され,この形の (a, b, c)で (⋆)の整数解でないものはない. ただし, (1.1)は d = 2の場合を含む.

注意. x2 − dy2 = −1が整数解をもつような,平方因数をもたない正の整数 dを小さい順に列挙すると,

2, 5, 10, 13, 17, 26, 29, 37, 41, 53, 58, 61, 65, 73, 74, 82, 85, 89, 97, · · ·
となる. このような dは 4を法として 3と合同な素因数をもたない. しかし,この条件は十分ではなく,例
えば x2 − 34y2 = −1は整数解をもたない.

定理 1の証明は, 2節で準備を行った後に, 3節で行う.

例 1. 与えられた正の整数 kに対して, (⋆)は整数解
(a, b, c) = ±(k, k(4k2 + 3), 2k)

をもつ. この k, k(4k2 + 3)は,ペル方程式 |x2 − (k2 + 1)y2| = 1の小さい方から 1番目の解 (x, y) = (k, 1), 3

番目の解 (x, y) = (k(4k2 + 3), 4k2 + 1)の x成分に等しい.

例 2. ペル方程式 x2 − 2y2 = −1からは,次のような (⋆)の整数解が得られる: (1.1)の形の解としては
(p(2)

1 , p
(2)
3 , q

(2)
2 /q

(2)
1 ) (p(2)

3 , p
(2)
5 , q

(2)
4 /q

(2)
1 ) (p(2)

5 , p
(2)
7 , q

(2)
6 /q

(2)
1 )

= (1, 7, 2), = (7, 41, 12), = (41, 239, 70),

(p(2)
3 , p

(2)
9 , q

(2)
6 /q

(2)
3 ) (p(2)

9 , p
(2)
15 , q

(2)
12 /q

(2)
3 ) (p(2)

15 , p
(2)
21 , q

(2)
18 /q

(2)
3 )

= (7, 1393, 14), = (1393, 275807, 2772), = (275807, 54608393, 548842),

(p(2)
5 , p

(2)
15 , q

(2)
10 /q

(2)
5 ) (p(2)

15 , p
(2)
25 , q

(2)
20 /q

(2)
5 ) (p(2)

25 , p
(2)
35 , q

(2)
30 /q

(2)
5 )

= (41, 275807, 82), = (275807, 1855077841, 551532), = (1855077841, 12477253282759, 3709604150)

のような解が, (1.2)の形の解としては
(p(2)

1 ,−p(2)
3 , p

(2)
2 ) (p(2)

3 ,−p(2)
5 , p

(2)
4 ) (p(2)

5 ,−p(2)
7 , p

(2)
6 ) (p(2)

7 ,−p(2)
9 , p

(2)
8 ) (p(2)

9 ,−p(2)
11 , p

(2)
10 )

= (1,−7, 3), = (7,−41, 17), = (41,−239, 99), = (239,−1393, 577), = (1393,−8119, 3363)

のような解がある.

*4 ここでは,各素数 pに対して,整数 a , 0の素因数分解における pの指数を aの p進付値と呼ぶ.
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(⋆)の有理数解については,次のことがわかっている.

定理 2 (廣津, 2022). wを 4以外の 4の倍数,奇数の合成数の 2倍,または奇数の合成数とする. このとき,

v2 + w2 = v′2 は相異なる正の整数解 (v, v′) = (x, x′), (y, y′)をもち, (⋆)はこれらの値を用いて表される有
理数解

(a, b, c) = ±
(

x
w
,

y
w
,

xy′ + x′y
w(y′ + x′)

)
, ±

(
x
w
,

y
w
,

xy′ − x′y
w(y′ − x′)

)
(1.3)

をもつ.

定理 2の証明は, 4節で行う.

例 3. ピタゴラスの 3つ組 (5, 12, 13), (35, 12, 37)からは, (⋆)の有理数解(
5

12
,

35
12
,

5 · 37 + 13 · 35
12(37 + 13)

)
=

(
5

12
,

35
12
,

16
15

)
,

(
5
12
,

35
12
,−15

16

)
が得られる.

2 ペル方程式の解のなす数列
正の整数 d が平方因数をもたず, x2 − dy2 = −1が整数解をもつとする. 実 2次体 Q(

√
d)において,基

本単数を εとおき, α = a + a′
√

d (a, a′ ∈ Q)と Q上共役な数 a − a′
√

d を α̃で表す. 仮定により εε̃ = −1

であることに注意する. さらに, pn = p(d)
n , qn = q(d)

n を定理 1のように定める (この節では右肩の添え字
(d)は省略する). つまり,数列 (pn), (qn)は,

εn = pn + qn
√

d (2.1)

で定まる整数列であり,基本単数 ε = p1 + q1
√

dの値と連立漸化式
pn+1 = pn p1 + dqnq1, qn+1 = pnq1 + qn p1 (2.2)

によっても定まる.*5 p0 = 1, q0 = 0と定める. d = 2の場合, pn の形の整数はペル=リュカ数, qn の形の
整数はペル数として知られている.*6

　この節では,定理 1の証明で用いる (pn), (qn)の性質,またはそれに関連する性質について述べる. d = 2

とすればペル数,ペル=リュカ数の性質としてよく知られている事実も多いため,証明は手短に述べる. 次
の 3つの命題は,特によく知られている.

命題 3. 数列 (pn), (qn)の一般項は

pn =
εn + ε̃n

2
, qn =

εn − ε̃n

2
√

d
(2.3)

と表される.

証明. (2.1)の両辺の Q上共役な元をとると, ε̃n = ε̃n により,

ε̃n = pn − qn
√

d (2.1)′

となる. (2.1), (2.1)′ を pn, qn について解くと,求める等式が得られる. □

命題 4. 数列 (pn), (qn)は狭義単調増加であり, pn ≧ qn が成り立つ. また, p1 ≧
√

d − 1である.

証明. 単調増加性は d, p1, q1 > 0と連立漸化式 (2.2)から従う. pn > qn は
p2n−1

2 − dq2n−1
2 = −1, p2n

2 − dq2n
2 = 1 (2.4)

*5 pn/qn は
√

dの第 n次近似分数に等しい.
*6 流儀によっては 2pn をペル=リュカ数と呼ぶ.
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よって
p2n−1

2 = dq2n−1
2 − 1 ≧ q2n−1

2 (∵ (d − 1)q2n−1
2 ≧ 1),

p2n
2 = dq2n

2 + 1 > q2n
2

であることから従う. また,

p1 ≧
√

dq1
2 − 1 ≧

√
d − 1

である. □

命題 5. m, nを m ≧ nなる非負整数とする.

(1) 加法公式:

pm+n = pm pn + dqmqn, (2.5)
qm+n = pmqn + qm pn, (2.6)

pm−n = (−1)n(pm pn − dqmqn), (2.7)

qm−n = (−1)n+1(pmqn − qm pn) (2.8)

が成り立つ.

(2) 2倍公式:

p2n = p2
n + dq2

n, (2.9)
q2n = 2pnqn (2.10)

が成り立つ.

証明. (1) εm+n = εmεn, εm−n = (−1)nεm ε̃n の両辺の各因数を数列 (pn), (qn)の項を用いて表すと,

pm+n + qm+n
√

d = (pm + qm
√

d)(pn + qn
√

d)

= (pm pn + dqmqn) + (pmqn + qm pn)
√

d,

pm−n + qm−n
√

d = (pm + qm
√

d)(pn − qn
√

d)

= (pm pn − dqmqn) − (pmqn − qm pn)
√

d

となる. 1,
√

dは Q上線形独立であることに注意して両辺を比較すると,求める等式が得られる.

(2) (2.5), (2.6)において m = nとすれば得られる. □

　数列 (qn)における整除関係は添え字の整除関係のみによって決まり,このことはペル数の性質として
よく知られている ([3, Theorem 8.4]参照). 数列 (pn)における整除関係についても,同様の性質が成り立
つ. それらをまとめると,次のようになる. 以下,整数 p, q , 0の最大公約数を (p, q)で表す.

定理 3. m, nを m ≦ nなる正の整数とする.

(1) (d, pn) = (pn, qn) = 1である.

(2) nが mの偶数倍であるならば, (pm, pn) = 1である.

(3) 次は同値である.

(P1) pn は pm で割り切れる.

(P2) “d = 2かつ m = 1”または nは mの奇数倍である.

(4) 次は同値である.

(Q1) qn は qm で割り切れる.

(Q2) nは mの倍数である.

証明. (1), (3)の (P2)⇒ (P1), (2), (3)の (P1)⇒ (P2), (4)の順に示す.

(1) (2.4)から従う.
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(3) (P2)⇒ (P1):

• d = 2のとき, ε = 1 +
√

2よって p1 = 1であるから, pn は p1 の倍数である.

• kを正の奇数とする.
εmk + ε̃mk

2
=
εm + ε̃m

2
(εm(k−1) − · · · + ε̃m(k−1))

であるから, (2.3)により
pmk

pm
= εm(k−1) − · · · + ε̃m(k−1) ∈ Z[

√
d] ∩ Q = Z

である. よって, pmk は pm で割り切れる.

(2) kを偶数とする. (2.5)により
pmk = pm(k−1)+m = pm(k−1) pm + dqm(k−1)qm

である. (P2)⇒ (P1)により pm(k−1) は pm の倍数であり, (1)により d, qm は pm と互いに素であるか
ら, pm, pmk の最大公約数 gは pm, qm(k−1) の最大公約数に等しく,よって gは pm(k−1), qm(k−1) の公約数
であるから, g = 1である.

(3) (P1) ⇒ (P2): pn が pm で割り切れるとして, d , 2 または m , 1 であるとする. 命題 4 により,

pm > 1であることに注意する. nを mで割った商を k,余りを rとおく.

　ここで, kが偶数であるとして, k = 2ek′ (k′: 奇数)とおく. (2.5)により,

pn = pmk+r = pmk pr + dqmkqr

である. (2.10)により qmk = 2pmk/2qmk/2 であり,これを合計 e回繰り返すと qmk は pmk′ で割り切れる
ことがわかる. さらに (P2)⇒ (P1)により pmk′ は pm で割り切れるから, qmk は pm で割り切れる. (2)

により pmk は pm と互いに素であり, 0 < pr < pm により pr は pm で割り切れないから, pn は pm で割
り切れない. これは矛盾である.

　よって, kは奇数である. (2.5)により,

pn = pmk+r = pmk pr + dqmkqr

である. (P2)⇒ (P1)により pmk は pm で割り切れるから, dqmkqr は pm で割り切れる. pm, qmk の最大
公約数 gは, pmk, qmk の公約数であるから, g = 1である. よって, d, qmk は pm と互いに素であるから,

qr は pm で割り切れる. さらに命題 4により 0 ≦ qr < qm < pm であるから r = 0, n = mkであり, nは
mで割り切れる.

(4) (Q2)⇒ (Q1): kを正の整数とする.

εmk − ε̃mk

2
√

d
=
εm − ε̃m

2
√

d
(εm(k−1) + · · · + ε̃m(k−1))

であるから, (2.3)により
qmk

qm
= εm(k−1) + · · · + ε̃m(k−1) ∈ Z[

√
d] ∩ Q = Z

である. よって, qmk は qm で割り切れる.

　 (Q1) ⇒ (Q2): qn が qm で割り切れるとする. n を m で割った商を k, 余りを r とおく. このとき,

(2.6)により
qn = qmk+r = pmkqr + qmk pr

であり, (Q2)⇒ (Q1)により qmk は qm で割り切れるから, pmkqr は qm で割り切れる. pmk, qm の最大
公約数 gは, pmk, qmk の公約数であるから, g = 1である. よって, pmk は qm と互いに素であるから, qr

は qm で割り切れる. さらに 0 ≦ qr < qm であるから, r = 0, n = mkであり, nは mで割り切れる. □

　定理 1の証明では,次の和,差を積に変換する公式が活躍する.

5



命題 6. 任意の正の整数 i, jに対して,

q(2i−1)+(4 j−2) + q2i−1 = 2p2(i+ j−1)q2 j−1, (2.11)
q(2i−1)+(4 j−2) − q2i−1 = 2q2(i+ j−1) p2 j−1, (2.12)

q(2i−1)+4 j + q2i−1 = 2q2(i+ j)−1 p2 j, (2.13)
q(2i−1)+4 j − q2i−1 = 2p2(i+ j)−1q2 j (2.14)

が成り立つ.

証明. 奇数 nに対して εnε̃n = (εε̃)n = (−1)n = −1であることに注意する.

(ε2(i+ j−1) + ε̃2(i+ j−1))(ε2 j−1 − ε̃2 j−1) = (ε(2i−1)+(4 j−2) − ε̃(2i−1)+(4 j−2)) + (ε2i−1 − ε̃2i−1),

(ε2(i+ j−1) − ε̃2(i+ j−1))(ε2 j−1 + ε̃2 j−1) = (ε(2i−1)+(4 j−2) − ε̃(2i−1)+(4 j−2)) − (ε2i−1 − ε̃2i−1),

(ε2(i+ j)−1 − ε̃2(i+ j)−1)(ε2 j + ε̃2 j) = (ε(2i−1)+4 j − ε̃(2i−1)+4 j) + (ε2i−1 − ε̃2i−1),

(ε2(i+ j)−1 + ε̃2(i+ j)−1)(ε2 j − ε̃2 j) = (ε(2i−1)+4 j − ε̃(2i−1)+4 j) − (ε2i−1 − ε̃2i−1)

であるから,両辺を 2
√

dで割ると, (2.3)により求める等式が得られる. □

3 方程式の整数解
この節では,定理 1を示す.

補題 1. d を平方因数をもたない正の整数とする. x2 − dy2 = −1が整数解 (x, y) = (a, a′), (b, b′)をもつと
き, (⋆)は有理数解

±
(
a, b,

ab′ + a′b
b′ + a′

)
, ±

(
a, b,

ab′ − a′b
b′ − a′

)
をもつ.

証明. a2 − da′2 = b2 − db′2 = −1として
(a − c)2db′2 = (b − c)2da′2 つまり (a − c)b′ = ±(b − c)a′

を cについて解くと,

c =
ab′ + a′b

b′ + a′
,

ab′ − a′b
b′ − a′

が得られる. □

定理 1の証明. (⋆)の非自明な整数解の候補は補題 1の有理数解で尽くされる. 以下,この有理数解につ
いて,

c+ =
ab′ + a′b

b′ + a′
, c− =

ab′ − a′b
b′ − a′

が整数になる条件を考える. dが一般の場合には p(d)
n , q

(d)
n の右肩の添え字 (d)は省略する.

(i) a = p2i−1, b = p(2i−1)+(4 j−2) のとき.

• (2.6), (2.11), (2.10)により
c+ =

q4(i+ j−1)

2p2(i+ j−1)q2 j−1
=

q2(i+ j−1)

q2 j−1

であるから,定理 3 (4)により
c+ ∈ Z ⇐⇒ q2 j−1 | q2(i+ j−1) ⇐⇒ 2 j − 1 | 2(i + j − 1) ⇐⇒ 2 j − 1 | 2i − 1

が成り立つ. このとき, j = m, 2i − 1 = (2m − 1)(2n − 1)とおくと,

(a, b, c+) =
(
p(2m−1)(2n−1), p(2m−1)(2n+1),

q2(2m−1)n

q2m−1

)
となる.
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• (2.8), (2.12), (2.10)により
c− = −

q4 j−2

2q2(i+ j−1) p2 j−1
= −

q2 j−1

q2(i+ j−1)

であり,分子より分母の方が大きいから, c− は整数になり得ない.

(ii) a = p2i−1, b = −p2i−1+4 j−2 のとき.

• (2.8), (2.11), (2.10)により
c+ = −

q4 j−2

2p2(i+ j−1)q2 j−1
= −

p2 j−1

p2(i+ j−1)

であり,分子より分母の方が大きいから, c+ は整数になり得ない.

• (2.6), (2.12), (2.10)により
c− =

q4(i+ j−1)

2q2(i+ j−1) p2 j−1
=

p2(i+ j−1)

p2 j−1

であるから,定理 3 (3)により
c− ∈ Z ⇐⇒ p2 j−1 | p2(i+ j−1) ⇐⇒ d = 2かつ j = 1

が成り立つ (偶数 2(i + j − 1)は奇数 2 j − 1の奇数倍にはなり得ない). このとき, i = nとおくと,

(a, b, c−) = (p(2)
2n−1,−p(2)

2n+1, p
(2)
2n )

となる.

(iii) a = p2i−1, b = p2i−1+4 j のとき.

• (2.6), (2.13), (2.10)により
c+ =

q4(i+ j)−2

2q2(i+ j)−1 p2 j
=

p2(i+ j)−1

p2 j

であり,奇数 2(i + j) − 1は偶数 2 jの奇数倍にはなり得ないから,定理 3 (3)により p2(i+ j)−1 は p2 j

で割り切れず, c+ は整数になり得ない.

• (2.8), (2.14), (2.10)により
c− = −

q4 j

2p2(i+ j)−1q2 j
= −

p2 j

p2(i+ j)−1

であり,分母より分子の方が大きいから, c− は整数になり得ない.

(iv) a = p2i−1, b = −p2i−1+4 j のとき.

• (2.8), (2.14), (2.10)により
c+ = −

q4 j

2q2(i+ j)−1 p2 j
= −

q2 j

q2(i+ j)−1

であり,分子より分母の方が大きいから, c+ は整数になり得ない.

• (2.6), (2.13), (2.10)により
c− =

q4(i+ j)−2

2p2(i+ j)−1q2 j
=

q2(i+ j)−1

q2 j

であり,奇数 2(i + j) − 1は偶数 2 jの整数倍になり得ないから,定理 3 (4)により q2(i+ j)−1 は q2 j で
割り切れず, c− は整数になり得ない.

　さらに符号の付け替えを考えると, (⋆) の任意の非自明な整数解は, a, b の入れ替えを許せば, (1.1),

(1.2)の形に表されると結論される. 上記の議論により,この形の (a, b, c)で (⋆)の整数解でないものはな
いことも示されている. □

4 方程式の有理数解
この節では,定理 2を示す.
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補題 2 ([5, Theorem 6]). 正の整数 wが
w = 2e0 p1

e1 · · · pr
er (p1, · · · , pr: 相異なる奇素数, e0, e1, · · · , er: 非負整数)

と素因数分解されるとする. このとき,ピタゴラスの方程式 v2 + w2 = v′2 の正の整数解の個数 N は,

N =


(2e0 − 1)(2e1 + 1) · · · (2er + 1) − 1

2
(e0 > 0),

(2e1 + 1) · · · (2er + 1) − 1
2

(e0 = 0)
(4.1)

である.

証明. 正の整数 v, v′ が v2 + w2 = v′2 を満たすとする. v2 + w2 = v′2 は
v′2 − v2 = w2 つまり (v′ + v)(v′ − v) = w2

と変形できる. s = v′ + v, t = v′ − vとおく. このとき,正の整数解 (v, v′)は,

(v, v′) =
( s − t

2
,

s + t
2

)
と表され, st = w2, s > t > 0を満たし, wと偶奇が等しい整数のペア (s, t)と 1対 1に対応する. このよう
な約数のペアの個数は, w2/4または w2 の正の約数の個数から w/2または wの 1個を引いた個数の半分
であるから,求める解の個数は (4.1)のように表される. □

定理 2の証明. (⋆)は, a = x/w, b = y/w, c = z/wを代入して整理すると,

(x − z)2(y2 + w2) = (y − z)2(x2 + w2) (⋆)′

と変形できる. wが 4以外の 4の倍数,奇数の合成数の 2倍,奇数の合成数であるとき, (4.1)の値は 2以上
になるから, v2 +w2 = v′2 は相異なる正の整数解 (v, v′) = (x, x′), (y, y′)をもつ. x2 +w2 = x′2, y2 +w2 = y′2

を (⋆)′ に代入すると
(x − z)2y′2 = (y − z)2x′2 つまり (x − z)y′ = ±(y − z)x′

となるから,これを zについて解くと
z =

xy′ + x′y
y′ + x′

,
xy′ − x′y
y′ − x′

となる. これを c = z/wに代入して符号の付け替えを考えると,求める有理数解 (1.3)が得られる. □
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